Stability of a hanging beam on a rotational support by Potokar, Blaž
 
 UNIVERZA V LJUBLJANI 




























































UNIVERZA V LJUBLJANI 





























































Zahvaljujem se svojemu mentorju, profesorju doc. dr. Mihu Brojanu, za vso pomoč in 
nasvete, ki so pripomogli pri izdelavi zaključne naloge. Prav tako se zahvaljujem svoji 


























Ključne besede: elastični nosilec 
 lastna teža 
 točkovna obremenitev 
 stabilnost 







V delu je obravnavano deformacijsko stanje ravninskega elastičnega nosilca po teoriji 
velikih premikov. Na enem koncu je nosilec konzolno vpet,  na drugem koncu pa prost. 
Obremenjen je z lastno težo in točkovno silo na prostem koncu. Numerično in 
eksperimentalno so izračunani koti pri katerih pride do zvrnitve nosilca, t.j. do preskoka 
sistema. Izračunani so tudi maksimalni horizontalni dosegi nosilca. Obravnavana je bila 
tudi elastična energija nosilca. Uporabljen je bil numerični pristop reševanja z Runge Kutta 
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The final thesis deals with deformation states of the planar elastic beam according to the 
theory of large displacements. At one end, the beam is built-in, and at the other end it is 
free. It is loaded with its own weight and the point force on the free end. The snap-through 
angles are calculated numerically and measured experimentally. A fourth-order Runge 
Kutta numerical procedure and the shooting method were used to solve the nonlinear 
differential equation. The maximum horizontal reach of the beam is also calculated. The 
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 
   
A mm
2
 ploščina prečnega prereza nosilca 
   mm razdalja med točkama A in B 
b mm širina nosilca 
E N/mm
2
 modul elastičnosti 
E Nmm energija 
F N sila 
h mm korak numerične metode 
I mm
4
 Vztrajnostni moment prereza 
K / normirana togost nosilca 
L mm dolžina nosilca 
M Nmm upogibni moment 
M' / normiran upogibni moment 
P N točkovna obremenitev 
qo mN/m linijska obremenitev 
s mm krivočrtna koordinata vzdolž težiščnice nosilca 
t mm debelina nosilca 
T, A, B, A', B'  /
 
točke na nosilcu 
x,  y mm koordinatni osi koordinatnega sistema 
x, y mm pomiki v x in y koordinatnih smereh 
y mm Oddaljenost od nevtralne osi nosilca 
  / specifična deformacija 








   
Indeksi   
   




max maksimalna vrednost 
teror teoretični 
x komponenta v x smeri 
y komponenta v y smeri 






1.1 Ozadje problema 
 
V vse več aplikacijah dandanes se uporablja vitke nosilce. S tem se doseže nižjo maso 
porabljenega materiala. Pri vitkih nosilcih je potrebno biti pazljiv saj lahko dosežejo velike 
pomike, a še vedno majhne specifične deformacije, zaradi katerih lahko ostanejo v 
elastičnem območju, izgubijo pa stabilnost, tj. se uklonijo. Take elemente obravnavamo s 
pomočjo teorije velikih pomikov. Pri tem postanejo relacije med veličinami nelinearne, 
pojavijo pa se novi pojavi, kot je preskok sistema in več možnih deformacijskih stanj pri 
enakih pogojih obremenitve. 
V delu bomo obravnavali konzolno vpet nosilec, ki je obremenjen z lastno težo in 




Zanima nas kakšen bo odziv nosilca pri določenih geometrijskih, materialnih in 
obremenitvenih razmerah. Nosilec se pri nekem kotu vpetja zvrne. Želimo ga numerično in 
z eksperimentom določiti. Prav tako nas zanima energijsko stanje nosilca, in moment v 
vpetju, s katerim energijo v sistem vnašamo. Določiti želimo kakšno območje lahko 
nosilec doseže s prostim koncem, s pomočjo spreminjanja kota vpetja in velikosti 
obremenitev. Zanima nas tudi kakšna je optimalna dolžina nosilca in kot vpetja za 






2 Teoretične osnove in pregled literature 
2.1 Infinitezimalen delček nosilca 
Iz nosilca izrežemo majhen delček dolžine ds. Ker je košček zelo majhen, ga lahko 
obravnavamo kot ravnega, kljub temu, da je v resnici del krožnega loka z radijem ρ. S 
pomočjo poznanega kota ϑ(s), lahko izračunamo geometrijo in pomike nosilca v 
kartezijevem koordinatnem sistemu. ϑ(s) predstavlja kot med pozitivno x osjo in tangento 




Slika 2.1: Infinitezimalen delček nosilca 
 
         ( ( )) (2.1) 
         ( ( )) (2.2) 
            (2.3) 
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2.2 Ukrivljenost in specifična deformacija 
Iz nosilca ponovno izrežemo infinitezimalno majhen košček, katerega dolžina težiščnice v 
nedeformiranem stanju je ds. V deformiranem stanju označimo nevtralno os z lokom 
nespremenjene dolžine ds omejenega z točkama A in B. Označimo si še vlakno ki je za 
vrednost y odmaknjeno od nevtralne osi. Njegovo dolžino označimo z ds', krajišči pa z A' 
in B'. Zaradi Bernoullijeve hipoteze, prereza na katerih ležita točki A in A' ter B in B', 
ostaneta planarna in pravokotna na nevtralno os. Posledično so točke A, A' in O kolinearne, 
kot tudi točke B, B' in O. Iz geometrije (slika 2.2) lahko nato izpeljemo specifično 




Slika 2.2: Deformiran delček nosilca 
 
 
Najprej izrazimo dolžini obeh vlaken, označeni z dolžino ds in ds'. 
           (2.4) 
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Specifična deformacija   je definirana kot razmerje med raztezkom oz. skrčkom in 
nedeformirano začetno dolžino. V skladu s sliko 2.2 lahko zapišemo slednji izraz: 
  
      
  
 
     (   )    





Nazadnje lahko še definiramo pojem ukrivljenosti. Njegova vrednost je obratno 










2.3 Povezava ukrivljenosti in notranjega upogibnega 
momenta 
Želimo poiskati zvezo med notranjim upogibnim momentom in radijem ukrivljenosti 
nosilca. Na sliki 2.3 je prikazano napetostno stanje v upogibno obremenjenem nosilcu. Iz 
enačbe 2.6 lahko vidimo da se specifična deformacija sorazmerno povečuje z 
oddaljevanjem od nevtralne osi nosilca. Ker je napetost linearno sorazmerna z spec. 
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Zapišemo Hookov zakon in vstavimo enačbo (2.6) za specifično deformacijo. 
       
 
 
   (2.8) 
Da izračunamo upogibni moment, moramo integrirati spreminjajočo se silo po prerezu. 
Silo, ki deluje na infinitezimalnem majhnem delčku prereza, lahko zapišemo: 
        (2.9) 
Moment, ki ga povzroča sila dF je odvisen od oddaljenosti od nevtralne osi nosilca in ga 
zapišemo sledeče: 
                 (2.10) 
Skupen moment izračunamo, tako da integriramo enačbo (2.10) in vstavimo enačbo (2.8).  
  ∫(  )    
 
 






  )   
 
 




Izkaže se, da za izračun integrala potrebujemo geometrijo prereza. Geometrijsko odvisni 
del integrala je namreč enak vztrajnemu momentu prereza okoli nevtralne osi. V enačbi 
(2.11) lahko tako integral zamenjamo z enačbo (2.12) in dobimo izraz, ki nam neposredno 
povezuje upogibni moment z ukrivljenostjo. 
    ∫ 





     
 
        (2.13) 
 
 
2.4 Vodilna diferencialna enačba 
Diferencialno enačbo bomo zapisali s pomočjo ravnotežja momentov na izrezanem delčku 
nosilca. Kot neodvisno spremenljivko želimo imeti krivočrtno koordinato s, ki poteka 
vzdolž težiščnice nosilca. Za odvisno spremenljivko želimo imeti ϑ(s), ki predstavlja kot 
med pozitivno x-osjo in tangento na upogibnico v točki pri dani koordinati s. S funkcijo 
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Slika 2.4: Notranje obremenitve v nosilcu 
 
Za delec nosilca zapišemo  ravnotežje momentov okoli točke T.  
      (2.14) 
          
   
 
    ( ( ))           ( ( ))           ( ( ))    (2.15) 
Enačbo uredimo in delimo z ds. 
  
  
      ( ( ))       ( ( )) (2.16) 
Zapišemo notranji sili Fx in Fy kot funkcijsko odvisnost od s, v skladu za naš primer 
prikazan na sliki 2.5. 
  ( )    (2.17) 
  ( )      (   ) (2.18) 
 
V enačbi (2.16) zamenjamo M(s) z izrazom (2.13), ter uporabimo še izraze (2.7), (2.37) in 
(2.18). Tako dobimo vodilno diferencialno enačbo problema, ki je drugega reda.  
 
   
   
   
 (    (   ))     ( ( ))  (2.19) 
 
Teoretične osnove in pregled literature 
7 
Obravnavamo primer konzolno vpetega nosilca s točkovno, ter lastno težo. Določiti 
moramo robne pogoje, ki bodo ustrezali našemu primeru, prikazanemu na sliki 2.5. Pri 
vpetem koncu izberemo za robni pogoj vodoravni kot vpetja, na drugem koncu pa vemo da 




Slika 2.5: Model obravnavanega nosilca 
 
Pri vpetem koncu izberemo za robni pogoj: 
 (   )    (2.20) 
Na prostem koncu pa je poznano, da je vrednost notranjega upogibnega momenta in s tem 
radij ukrivljenosti enak nič. 
    
  (   )
  




2.5 Elastična energija nosilca 
Zunanje sile na nosilec povzročijo deformacijo, s tem pa spremenijo tudi energijske 
razmere. Deformiran nosilec ima v svoji strukturi shranjeno elastično energijo. Vlakna se 
ob deformaciji raztegnejo oz. skrčijo in s tem shranijo energijo. 
Shranjeno energijo bomo izračunali tako, da bomo ugotovili vloženo energijo, ki jo 
postopno opravi moment na delček nosilca iz razbremenjenega v obremenjeno stanje. 
Celoten košček dolžine L1 je obremenjen z enakim upogibnim momentom, kot je 
prikazano na sliki 2.6. 
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Slika 2.6: Postopna obremenitev nosila 
 
Pred obremenjevanjem je kot ϑ enak nič. Z obremenjevanjem se povečuje do maksimalne 
vrednosti. S povečevanjem kota ϑ moment opravlja delo, ki se shrani v elastično energijo. 
Za majhen inkrement momenta in kota ϑ, lahko zapišemo spodnji izraz. Pri tem uporabimo 
enačbo (2.13) in (2.7). 
      ( )         
 
  
   
(2.22) 
Skupno elastično energijo izračunamo z integralom: 
        (2.23) 
    
   
  





    





 (    )
   
(2.25) 
Dobljeni izraz uredimo. 
    
 
 
        
   
(2.26) 
Izraz posplošimo za izračun skupne elastične energije poljubnega nosilca. 
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2.6 Numerični pristop reševanja 
Za reševanje vodilne diferencialne enačbe problema lahko izbiramo med več pristopi, ki so 
na voljo. Uporabiti je možno metodo eliptičnih integralov, metodo končnih razlik, metodo 
končnih elementov itd. Odločili smo se za kombinacijo uporabe metode Runge Kutta 
četrtega reda in strelske metode. 
 
 
 Runge Kutta četrega reda 2.6.1
Metoda se uporablja za numerično integracijo. Začnemo v eni točki, kjer določimo začetne 
pogoje. Z integriranjem nato postopoma v točkah tabeliramo rešitev. Metoda je dokaj 
natančna vendar tudi računsko potratna. 
 
V nadaljevanju je prikazan postopek delovanja metode.  
 
Desni del enačbe (2.19) zapišemo kot funkcijo  (   )  
 (   )  (    (   ))     ( ) (2.28) 
 
 
Izračunamo sledeče zahtevane približke vrednosti kota ϑ in ukrivljenosti  , ki izhajajo iz 
definicije metode. Z h označimo razmak med točkami v katerih izračunavamo vrednosti. 
 
       (   ) (2.29) 
       (  
 
 





       (  
 
 





       (           ) (2.32) 
        (2.33) 
      (  
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      (  




      (     ) (2.36) 
 
Vrednosti kota ϑ in ukrivljenosti   v naslednji točki na razdalji h izračunamo s 
povprečenjem približkov: 
        
 
 
(                    ) (2.37) 
 
        
 
 





Izračun začnemo z začetnimi vrednostmi spremenljivk ϑ in  , ter ga ponavljamo dokler ne 
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 Strelska metoda 2.6.2
Strelska metoda se uporablja za reševanje robnih problemov, ki se ne nahajajo v isti točki. 
Metoda Runge Kutta potrebuje zbrane robne vrednosti v eni točki. Namen strelske metode 
je začeti v enem od robnih pogojev in oceniti ostale. Od tam razvijemo numerično rešitev 
in preverimo ali smo s približki zadeli ostale robne pogoje. Približke spremenimo in 
ponovno izračunamo rešitev. Postopek iterativno ponavljamo dokler vsi robni pogoji ne 
ustrezajo naši rešitvi znotraj dopustne napake. 
Za naš primer bomo uporabili robni pogoj na prostem koncu nosilca in ugibali kot vpetja. 




















3 Metodologija raziskave 
Za eksperimentalne meritve smo uporabili nosilec iz ploščatega vzmetnega jekla s 
konstantnim prerezom. Na eni strani smo ga konzolno vpeli, na drugi pa ga obremenili z 
utežmi. 
Na sliki 3.1 je prikazana postavitev eksperimenta. Za nadzor kota vpetja je bil uporabljen 
koračni motor, ki je bil krmiljen preko računalnika in krmilniške ploščice Arduino. S tem 
smo omogočili hitro in enostavno spreminjanje kota vpetja, ki ga želimo imeti. Vpetje je 
bilo izdelano tako, da je bila točka vpetja nosilca v vrtišču. Za obtežbo prostega konca so 




Slika 3.1: Postavitev eksperimenta 
nosilec        koračni motor  Arduino in krmilik kor. motorja z 
napajalnikom 





Za odčitavanje deformacij smo uporabili milimetrski papir, nameščen s koordinatnem 




Slika 3.2: Priprava skale za odčitavanje deformacij 
 
Podatki o nosilcu so zbrani v spodnji tabeli. Prerez ima pravokotno obliko s širino b in 
višino t. Dolžino nosilca L smo lahko spreminjali. Lastno težo smo modelirali z linijsko 
obremenitvijo qo, ki je bila izračunana iz geometrije nosilca. 
 
Preglednica 3.1: Parametri nosilca 
L [mm] 0-300 
t [mm] 0,15 




E [MPa] 210000 






Slika 3.3: Uporabljen nosilec iz vzmetnega jekla, debeline 0,15 mm 
 
 
Pri uporabi preizkuševališča pričakujemo merilne napake pri vizualnem odčitavanju 
rezultatov. Prav tako lahko pride do sistematične napake pri odčitavanju zaradi 
zamaknjenega koordinatnega izhodišča milimetrskega papirja. Za nastavitev referenčnega 
kota 0° se je uporabila vodna tehtnica. Odstopek pri nastavljanu referenčnega kota je bil 
približno ±0,3°. Posledično pričakujemo večje odstopke na večji oddaljenosti od 
koordinatnega izhodišča. Omeniti je potrebno tudi, da nosilec ni popolnoma idealen. 
Njegova geometrija, kot σ-ε karakteristika lahko odstopa. Na koncu lahko posplošimo, da 





4 Rezultati in diskusija 
4.1 Preizkus ujemanja rezultata meritev in numerične 
metode 
Najprej želimo potrditi pravilno delovanje naše numerične metode. Merimo položaj 
prostega konca nosilca v x in y smeri. Uporabimo nosilec katerega parametre smo že 
zapisali v preglednici 3.1. Kot vpetja je 0° glede na vodoravnico. Tekom eksperimenta 






Slika 4.1: Prikaz eksperimenta povesa nosilca pod lastno težo 
 
nosilec 
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16 
V preglednici 4.1 so zbrane  meritve in numerični izračuni. Izračunani odstopki so 
majhni, glede na pričakovane. Rezultati se zelo dobro ujemajo. Na sliki  je še grafični 
prikaz merjenih in izračunanih rezultatov položaja prostega konca pri različnih dolžinah 
nosilca. 
 
Preglednica 4.1: Meritve povesa pri lastni teži in kotu 0° 















250 233 -86 232,4 -85,9 0,6 -0,1 
230 220 -63 219,6 -63,9 0,4 0,9 
210 205 -45 204,3 -45,6 0,7 0,6 
190 188 -31 187,1 -31,1 0,9 0,1 
170 169 -20 168,6 -20,1 0,4 0,1 
150 149 -12 149,4 -12,2 -0,4 0,2 





Slika 4.2: Primerjava rezultatov položajev prostega konca pri različnih dolžinah nosilca (od 130 do 
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4.2 Zvrnitev nosilca pri kritičnem kotu 
Zanima nas kako se nosilec odziva ob naraščajočem kotu vpetja. Slika 4.3 prikazuje 
spreminjanje lege  nosilca s povečevanjem kota vpetja. Ob kritičnem kotu ϑkrit pride do 
nenadnega preskoka sistema iz lege E v F. ϑkrit je odvisen od lastnosti nosilca in velikosti, 




Slika 4.3: Lege nosilca pri povečevanju kota vpetja, v legi E doseže nosilec kritični kot ϑkrit in se 
zvrne v lego F 
 
Pri tem nam da numerična metoda več rešitev kot jih dobimo s pomočjo eksperimenta. 
Dodatne rešitve so višja energijska stanja nosilca in so nestabilna (slika 4.4 – III). Če se 
nosilec nahaja v enem od teh  stanj, bo uravnotežen, vendar bo ob najmanjši motnji prešel 
v nižje energijsko stanje, ki je stabilno (slika 4.4 - I,II). Obstajajo tudi metastabilna, ki so 
sicer višja energijska stanja, vendar so lokalno stabilna na majhne motnje (slika 4.4 - II). 
 
Slika  prikazuje vsa stabilna in nestabilna stanja nosilca. Nosilec je v nestabilnih stanjih 
uravnotežen, vendar se zaradi kakršne koli motnje podre. 




Slika 4.4: Pri določenem kotu ima nosilec lahko več deformacijskih stanj: stabilno stanje (I), 
metastabilno stanje (II), nestabilno stanje (III); vsa stanja fizikalno uravnotežena, razlikujejo se v 


























Slika 4.5: Nestabilne (levo) in stabilne lege nosilca (desno) 
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4.3 Kritični kot vpetja 
Kritični kot vpetja ϑkrit  je kot, pri katerem pride do zvrnitve nosilca na drugo stran. Za 
neko dano obremenitev smo numerično izračunali vse možne položaje in kote vpetja 
nosilca. Kritični kot ϑkrit  smo določil tako, da smo izmed vseh numeričnih rešitev izbrali 
tisto, ki je imela največji kot vpetja (slika 4.6). ϑkrit razmejuje tudi pridobljene stabilne 





Slika 4.6: Prikaz polovice vseh rešitev trajektorij nosilca z neko točkovno obremenitvijo, črtkana 
črta prikazuje položaj prostega konca nosilca 
 
 
Z eksperimentom smo želeli določiti zvrnitvene kote pri različnih dolžinah in 
obremenitvah nosilca. Uporabljali smo isti nosilec katerega parametri so navedeni v 
preglednici 3.1, spreminjali smo le njegovo dolžino in točkovno obremenitev. Rezultati so 
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Preglednica 4.2: Meritve zvrnitvenega kota 
L [mm] qo [mN/m] F [N] ϑeksp [°] ϑteor [°] ϑeksp - ϑteor [°] 
245 288 0,035 90,5 / / 
245 288 0,070 101,25 103,3 -2,05 
245 288 0,140 135,75 141,1 -5,35 
245 288 0,210 163 169,7 -6,7 
245 288 0,280 183,75 189,7 -5,95 
200 288 0,070 90 / / 
200 288 0,140 107 111,2 -4,2 
200 288 0,210 130 136,9 -6,9 
200 288 0,280 151,75 158,3 -6,55 
150 288 0,140 90 / / 
150 288 0,210 97 99,3 -2,3 
150 288 0,280 110,25 114,3 -4,05 
150 288 0,420 136 142,9 -6,9 
150 288 0,560 159,25 165,7 -6,45 
100 288 0,420 92,25 93,3 -1,05 
100 288 0,560 101,75 105,6 -3,85 
100 288 0,839 126,5 132,3 -5,8 
 
 




Slika 4.7: Primerjava meritev z numeričnimi izračuni odvisnosti kota preskoka sistema ϑkrit od 
točkovne obremenitve F (z dodano qo, enako za vse krivulje) 
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Meritve se niso najbolje ujemale z izračunanimi kritičnimi koti. Odstopki so pretežno 
sistematičnega izvora, za kar je lahko kriva slaba postavitev eksperimenta ali določitev 
referenčnega kota. Meritve imajo sicer majhen raztros. Izvedena je bila tudi kasnejša 
ponovitev poskusa za nekaj vrednosti, ki pa je pokazala visoko ponovljivost meritev. 
Na sliki 4.8 so prikazani še numerični rezultati, kjer je isti nosilec obremenjen le s 
točkovno obremenitvijo, na sliki 4.9 pa le z linijsko obremenitvijo. Vidimo lahko, da imata 
grafa za primer točkovne in linijske obremenitve med seboj zelo podobno obliko, vendar 




Slika 4.8: Numeričnimi izračuni odvisnosti kota preskoka sistema ϑkrit od točkovne obremenitve F 
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Slika 4.9: Numeričnimi izračuni odvisnosti kota preskoka sistema ϑkrit od linijske obremenitve qo 
 
 
4.4 Horizontalni doseg nosilca pri različnih dolžinah 
Zanima nas kakšen je maksimalni horizontalni doseg prostega konca nosilca. Pri tem 
imamo na voljo nosilec z nekim poljubnim prerezom, njegovo dolžino pa lahko poljubno 
povečujemo v neskončnost. Kot vpetja imamo vedno 0°. 
 
Na sliki 4.10 so prikazane trajektorije potovanja prostega konca nosilca s povečevanjem 
njegove dolžine. Krivulje prikazujejo trajektorijo za določeno linijsko obremenitev. 
Največji posamezni horizontalni dosegi nosilca so označeni in povezani s črtkano premico, 
ki seka koordinatno izhodišče. 
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Slika 4.10: Prikaz položaja prostega konca nosilca s spreminjanjem njegove dolžine in pri različnih 
linijskih obremenitvah; kot vpetja je 0° 
 
Ugotovili smo, da so krivulje sicer različnih velikosti, vendar kvalitativno enake oblike. 
Krivulje enake oblike dosežemo tudi, če namesto linearne obtežbe spreminjamo 
vztrajnostni moment ali modul elastičnosti. 
 
Iz rezultatov lahko zapišemo aproksimirani relaciji (4.1) in (4.2) med maksimalnim 
horizontalnim dosegom, povesom v tej  točki in dolžino nosilca. Pri tem so ostali parametri 
nosilca neodvisni od iskanega maksimalnega horizontalnega dosega. To pomeni, da teža 
nosilca ali njegova togost (posledica parametrov I in E), ne vplivajo na obliko trajektorije 
nosilca v položaju, ko ima največji horizontalni doseg. 
 
             (4.1) 
                (4.2) 
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Za optimalni horizontalni doseg nosilca lahko spreminjamo tudi kot vpetja. Na sliki 4.11 
so prikazane trajektorije prostega konca nosilca za različne kote vpetja pri konstanti linijski 
obtežbi. Točke, v katerih doseže nosilec največjo horizontalno ali vertikalno razdaljo, so na 
krivuljah označene. Vidimo, da nosilec doseže največjo horizontalno razdaljo, če je vpet 
vertikalno. Prav tako v tem primeru dosežemo največjo stabilno višino. Z daljšanjem 
nosilca se ta ne odklanja veliko, kmalu za doseženo najvišjo točko pa se začne naglo 
odklanjati. Ob še večjih dolžinah nosilca se horizontalni doseg začne celo zmanjševati. Z 






Slika 4.11: Doseg nosilca v x in y smeri pri različnih dolžinah in kotih vpetja                                      
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Numerični izračun ponovimo še za nosilec, ki je obremenjen le z točkovno, ostali pogoji pa 
ostanejo nespremenjeni. Rezultati so prikazani na sliki 4.12. Krivulje so podobne oblike 
kot na sliki 4.11. V tem primeru maksimalnega dosega v x osi ni, saj se nepretrgoma 




Slika 4.12: Doseg nosilca v x in y smeri pri različnih dolžinah in kotih vpetja                                      
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4.5 Doseg nosilca 
Recimo, da imamo nosilec v vertikalni ravnini s točkovno obtežbo na koncu, uporabljen 
kot manipulator za pomikanje po prostoru. Zanima nas katere točke lahko s prostim 
koncem dosežemo in katere ne. Pri tem spreminjamo velikost točkovne obremenitve.  
Na sliki 4.13 so prikazane krivulje v prostoru kjer se giblje konec nosilca pri neki 
obremenitvi. Črtkani del krivulje predstavlja nestabilne položaje, ki v večini primerov niso 
uporabni. Vidimo lahko da je najtežje dosegljiv sredinski prostor, predvsem na vrhu, v 





Slika 4.13: Položaj prostega konca nosilca pri posameznih točkovnih obremenitvah (od 0 do 1,5N, 
korak 0,075N) in vseh kotih vpetja, polna črta predstavlja stabilne lege, črtkane pa nestabilne pri 
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Enak nosilec smo zdaj obremenili le z različnimi lastnimi težami (linijskimi 
obremenitvami) in prikazali rezultate na sliki 4.14. V primerjavi s sliko 4.13, je tukaj 
zgornji sredinski prostor skoraj nemogoče doseči tudi v nestabilni fazi. Tudi področje 
stabilnih položajev je v tem primeru manjše. 
 
Iz tega lahko povzamemo, da bi bili z uporabo takega manipulatorja razmeroma omejeni. 
Načeloma bi bil boljši manipulator z čim manjšo lastno težo, da tako povečamo stabilno 






Slika 4.14: Položaj prostega konca nosilca pri posameznih linijskih obremenitvah (od 0 do 9,6N/m, 
korak 0,5N/m) in vseh kotih vpetja, polna črta predstavlja stabilne lege, črtkane pa nestabilne pri 
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4.6 Elastična energija nosilca 
Pri različnih položajih nosilec shrani neko količino elastične energije Eel. Na sliki 4.15 je 
prikazana odvisnost količine elastične energije v nosilcu od kota vpetja. Nosilec je 
obremenjen s točkovno obremenitvijo na prostem koncu. Nosilec doseže maksimalno 
elastično energijo nekoliko pred kritičnim kotom ϑkrit, v katerem se zgodi preskok sistema 
v nižje energijsko stanje.  
 





Slika 4.15: Elastična energija Eel shranjena v nosilcu s točkovno obremenitvijo pri različnih kotih 
vpetja in velikosti obremenitve 
 
Prikažimo še energijo celotnega sistema Ecel, pri katerem je nosilec obremenjen le z 
linijsko obtežbo. Sistem doseže maksimalno energijo tik pred zvrnitvijo, če ta ne obstaja pa 
ima največjo energijo, ko je nosilec v navpični poziciji. kot prikazuje slika 4.16. Pri tem je 
upoštevana tudi potencialna energija linijske obremenitve. 
Graf za celotno energijo sistema Ecel pri nosilcu s točkovno obremenitvijo ima skoraj 
popolnoma enako obliko kot graf na siki 4.16. 
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Slika 4.16: Elastična energija nosilca skupaj s potencialno energijo linijske obremenitve Ecel pri 
različnih kotih vpetja in velikosti obremenitve 
 
 
4.7 Moment v vpetju 
Ob spreminjanju kota vpetja se spreminja tudi velikost momenta s katerim vnašamo 
energijo v sistem in iz njega. Slika 4.17 prikazuje odvisnost momenta od kota vpetja pri 
točkovni obremenitvi nosilca. Slika zaradi preglednosti prikazuje le polovične dele krivulj. 
Preostali del krivulj dobimo z zrcaljenjem obstoječih skozi točko M=0, ϑ=π/2. Krivulje 
prikazujejo odvisnost pri določenih obremenitvah. Za primerjanje rezultatov z literaturo 
[1], so krivulje normirane v skladu z izrazoma (4.3) in (4.4). 
Rezultati se z literaturo ujemajo. Zanimivo je, da se preskok sistem ne zgodi, ko bi imel  
moment vrednost nič, kot bi morda pričakovali. Preskok se zgodi v točki, ki se na krivulji 
nahaja na skrajno desnem robu. Takrat ima moment neko vrednost, ki ni zanemarljiva in se 
z njo upira tik dokler, se nosilec ne zvrne. 
 
  √
    
   
    (4.3) 
   
   
   
 (4.4) 









Slika 4.18: Velikost momenta v vpetju kot funkcija kota vpetja pri različnih togostih K                    
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4.8 Maksimalni doseg nosilca pri različnih obremenitvah 
Zanima nas odvisnost maksimalne horizontalne oddaljenosti prostega konca nosilca pri 
različnih velikostih obremenitev, ko se ta nahaja na isti višini kot vpeti konec. Na sliki 4.19 
so prikazane trajektorije nosilcev pri različnih obremenitvah. Izkaže se, da pri večjih 
obremenitvah nosilec lahko ne doseže te lege v stabilnem območju. Maksimalni doseg pa 




Slika 4.19: Trajektorije nosilcev v položajih z največjimi horizontalnimi dosegi pri različnih 
velikostih točkovne obremenitve 
 
Na sliki 4.20 je prikazana odvisnost maksimalnega dosega in kota vpetja od velikosti 
točkovne obremenitve s katero je nosilec obremenjen na prostem koncu. Doseg nosilca se z 
večanjem obremenitve skoraj linearno zmanjšuje in bi naposled pri nestabilnih legah 
spremenil predznak. Kot vpetja se kot pričakovano povečuje, pri še večjih obremenitvah pa 
bi se začel zmanjševati. Na sliki 4.21 je prikazan graf pridobljen iz literature [2] in se 
povsem ujema z našimi numeričnimi rezultati. 
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Slika 4.21: Največji horizontalni doseg nosilca in kot vpetja v odvisnosti od velikosti točkovne 





Za dani primer konzolnega nosilca smo želeli, raziskati njegovo obnašanje v različnih 
okoliščinah.  
 
1) Izmerili smo pri katerih kotih pride do zvrnitve nosilca pri različnih obremenitvah. 
Numerični izračun se je kar dobro ujemal z opravljenimi meritvami. Sistem je bil tik 
pred zvrnitvijo zelo slabo stabilen, zato je bilo opravljanje meritev precej oteženo. 
Kritični kot vpetja se je povečeval z večjo obremenitvijo, kot pričakovano. Pri dovolj 
majhnih obremenitvah, do preskoka sistema ni prišlo, kot bi morda pričakovali, ampak 
se je nosilec zvezno prevesil čez navpičnico. 
2) Izračunali smo maksimalni doseg nosilca pri točkovni in linijski obremenitvi. Pri prvi 
se je, kot pričakovano doseg nenehno povečeval. Pri linijski obremenitvi pa je zaradi 
povečevanje teže nosilca pri večanjem njegove dolžine, dosegel le neki maksimalni 
doseg nato pa se je ta pričel zmanjševal. 
3) Izračunali smo prostor, ki ga lahko zajamemo s prostim koncem nosilca, s 
spreminjanjem kota vpetja in obremenitve. Izkazalo se je, da točkovno obremenjen 
nosilec doseže višje lege v prostoru in je pri tem še v stabilnem položaju, kot če bi bil 
obremenjen z linijsko obremenitvijo. 
4) Izračunali smo odvisnost velikosti upogibnega momenta v nosilcu od kota vpetja. 
Moment v vpetju doseže maksimalno vrednost, ko je nosilec najbolj oddaljen od 
vpetja. Pri neki  manjši vrednosti momenta pa pride do preskoka sistema. 
5) Izračunali smo tudi energijska stanja nosilca. Notranja elastična energija nosilca 
doseže kritično vrednost pred zvrnitvijo, medtem ko je energija celotnega sistema 
maksimalna v trenutku tik pred preskokom. V določenih primerih je maksimalna 














Predlogi za nadaljnje delo 
   
Vitek nosilec se lahko uporablja kot manipulator v različnih aplikacijah. Tak nosilec je 
razmeroma preprost in poceni, saj ne zahteva kompliciranih mehanizmov. Sestavljen je iz 
vitkega elementa, stacionarno vgrajenega elektromotorja in manipulatorske enote na 
prostem koncu nosilca za interakcijo z bremenom. Z upoštevanjem časovnega 
spreminjanja kota vpetja bi lahko dosegli pospeševanje bremena in s tem navidezno 
spreminjali velikost točkovne obremenitve. Na ta način lahko dosežemo, da s časovnim 
manipuliranjem ene prostorske stopnje (kota vpetja), s prostim koncem popišemo delni 
dvodimenzionalni prostor. Mehanski sistem je tako enostavnejši, je pa zato večja računska 
zahtevnost, da lahko potujemo po želeni trajektoriji v prostoru. Pri tem pozicioniranje ni 
tako zanesljivo in natančno kot bi bilo s klasičnimi pristopi. Možno delno reševanje tega 
problema bi bilo z zaprtozančnim mehatronskim sistemom. Sistem bi lahko nadgradili tudi 
z dvema nosilcema, ki bi bila na prostem koncu med seboj togo ali členkasto povezana, in 
vodena z ločenima pogonoma. S tem bi lahko dosegli lažje in učinkovitejše nadziranje 
potovanja prostega konca. Isto točko v prostoru bi lahko dosegli z manipulatorjem v več 
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